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Àííîòàöèÿ
Ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð ðàáîò ïî ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ çàäà÷ êîíòàêòíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ñæèìàåìûõ ñðåä ñ áîëüøîé ðàçíèöåé àêóñòè÷åñêèõ èìïåäàíñîâ ïðè ñèëü-
íûõ äåîðìàöèÿõ êîíòàêòíîé ãðàíèöû è ïðè íàëè÷èè â ñðåäàõ óäàðíûõ âîëí. Ïðèâåäåíû
îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ðåàëèçîâàííîé àâòîðàìè ìåòîäèêè ðàñ÷åòà òàêèõ çàäà÷ íà îñíîâå
ìåòîäà CIP-CUP (Constrained Interpolation Prole Combined Unied Proedure), â êîòî-
ðîì ïðèìåíÿþòñÿ ýéëåðîâû ñåòêè áåç ÿâíîãî âûäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ ãðàíèö, à èñõîäíûå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè çàïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ íåêîíñåðâàòèâíûõ
ïåðåìåííûõ. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òåñòîâûõ çàäà÷, èìåþùèõ àíàëèòè÷å-
ñêîå ðåøåíèå, ïîäòâåðæäàþùèå ðàáîòîñïîñîáíîñòü ñîçäàííîãî àëãîðèòìà. Âîçìîæíîñòè
ìåòîäèêè ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà çàäà÷àõ îá óäàðå îñåñèììåòðè÷íîé âûñîêîñêîðîñòíîé
ñòðóè æèäêîñòè ïî æåñòêîé ñòåíêå è ïî òîíêîìó ñëîþ æèäêîñòè íà æåñòêîé ñòåíêå.
åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ óäîâëåòâîðèòåëüíî ñîãëàñóþòñÿ ñ èçâåñòíûìè ÷èñëåííûìè ðåøåíè-
ÿìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì àäàïòèâíî-ïîäâèæíûõ ñåòîê ñ ÿâíûì âûäåëåíèåì ìåæàçíîé
ãðàíèöû.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: òå÷åíèÿ ìíîãîàçíûõ ñðåä, áîëüøèå äåîðìàöèè ìåæàçíîé ãðà-
íèöû, ýéëåðîâà ñåòêà, ¾óëàâëèâàíèå¿ êîíòàêòíîé ãðàíèöû, ìåòîä CIP-CUP.
Ââåäåíèå
Ìíîãèå âàæíûå ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ îäíî-
âðåìåííûì íàëè÷èåì ñèëüíûõ óäàðíûõ âîëí è êîíòàêòíûõ ãðàíèö, êîòîðûå ïðå-
òåðïåâàþò áîëüøèå ïåðåìåùåíèÿ, äåîðìàöèè, íàðóøåíèÿ òîïîëîãèè. Ïðèìåðû
òàêèõ ÿâëåíèé  ïîäâîäíûå âçðûâû âáëèçè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, âçàèìîäåéñòâèå
ñòðóé, êàïåëü, ïóçûðüêîâ ñ óäàðíûìè âîëíàìè, òâåðäûìè ñòåíêàìè, ãðàíèöàìè
ðàçäåëà æèäêîñòåé. Äëÿ îïèñàíèÿ ïîäîáíûõ ÿâëåíèé íåîáõîäèìî, êàê ïðàâèëî,
ïðèìåíÿòü óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñïëîøíûõ ñðåä ñ ó÷åòîì ýåêòîâ âÿçêîñòè, òåï-
ëîïðîâîäíîñòè è äîïîëíÿòü èõ ñëîæíûìè óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ. åøåíèå çàäà÷
ïðè òàêîì ïîäõîäå ïðèõîäèòñÿ íàõîäèòü ÷èñëåííî. Îáçîðû áîëüøîãî êîëè÷åñòâà
èñïîëüçóåìûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè
ñïëîøíûõ ñðåä ïðè íàëè÷èè â íèõ ñèëüíûõ óäàðíûõ âîëí, ðàçíîîáðàçíûõ êîíòàêò-
íûõ ãðàíèö ìîæíî íàéòè â [111℄. Èìåþùèåñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ïðèíÿòî óñëîâíî
ðàçáèâàòü íà ëàãðàíæåâû, ïðîèçâîëüíûå ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâû è ýéëåðîâû.
Â ëàãðàíæåâûõ ìåòîäàõ ÿ÷åéêè ðàñ÷åòíîé ñåòêè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòèöàìè ñðåäû.
Ïðè ýòîì êîíòàêòíûå ãðàíèöû âñåãäà ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè
è åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåîðìèðóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ äåîðìàöèåé ÷àñòèö,
òàê ÷òî íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ ïðîöåäóð äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ êîíòàêòíûõ ãðà-
íèö íå òðåáóåòñÿ. Ïîýòîìó äëÿ çàäà÷ ñ èçìåíÿþùèìèñÿ êîíòàêòíûìè ãðàíèöàìè
ëàãðàíæåâû ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ýåêòèâíûìè. Àïïðîêñèìàöèîííûå ñî-
îòíîøåíèÿ ëàãðàíæåâûõ ìåòîäîâ îòíîñèòåëüíî ïðîñòû, ïîñêîëüêó â ëàãðàíæåâîé
îðìå óðàâíåíèé äèíàìèêè ñïëîøíûõ ñðåä îòñóòñòâóþò êîíâåêòèâíûå ñëàãàåìûå.
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Îäíàêî â ñèëó íåäèâåðãåíòíîãî õàðàêòåðà ëàãðàíæåâîé îðìû óðàâíåíèé äèíà-
ìèêè ñïëîøíûõ ñðåä ëàãðàíæåâû ìåòîäû íåêîíñåðâàòèâíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè
èññëåäîâàíèè çàäà÷ ñ èíòåíñèâíûìè óäàðíûìè âîëíàìè íóæíî ââîäèòü èñêóññòâåí-
íóþ âÿçêîñòü [12, 13℄. Êðîìå òîãî, ïðè ñèëüíûõ äåîðìàöèÿõ ÷àñòèö ñðåäû, íà-
ïðèìåð, â ïîòîêàõ ñ îðìèðóþùåéñÿ çàâèõðåííîñòüþ, ëàãðàíæåâà ñåòêà ñèëüíî
èñêàæàåòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîòåðå òî÷íîñòè è ðîñòó ïîãðåøíîñòåé. Â òàêèõ ñëó-
÷àÿõ ïðèõîäèòñÿ ïðîâîäèòü ðåäèñêðåòèçàöèþ èçó÷àåìûõ ñðåä, äðóãèìè ñëîâàìè,
ïåðåñòðîéêó ðàñ÷åòíîé ñåòêè, è âûïîëíÿòü èíòåðïîëÿöèþ ïàðàìåòðîâ ÿ÷ååê ñî
ñòàðîé ñåòêè íà íîâóþ. Ïðè ýòîì ïðåèìóùåñòâà ëàãðàíæåâûõ ìåòîäîâ ñîõðàíÿ-
þòñÿ, íî òîëüêî äî òåõ ïîð, ïîêà ïðîöåäóðû ïåðåñòðîéêè ñåòîê è èíòåðïîëÿöèè
îòíîñèòåëüíî ïðîñòû è âûïîëíÿþòñÿ íå÷àñòî.
Ïðîáëåìû ïîòåðè òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ, îáóñëîâëåííûå äåîðìàöèåé âû÷èñëè-
òåëüíûõ ñåòîê, çíà÷èòåëüíî óìåíüøàþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîèçâîëüíûõ
ëàãðàíæåâî-ýéëåðîâûõ (ALE, Arbitrary Lagrangian-Eulerian) ìåòîäîâ (èëè ìåòîäîâ
ïîäâèæíûõ ñåòîê). Â ýòèõ ìåòîäàõ ñóùåñòâåííûå ãðàíèöû çàäà÷è (óäàðíûå âîëíû,
êîíòàêòíûå ãðàíèöû, ñâîáîäíûå ïîâåðõíîñòè, æåñòêèå ñòåíêè è ò. ä.) âñåãäà ñîâ-
ïàäàþò ñ êîîðäèíàòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè (èëè èõ ÷àñòÿìè). Ïðè ýòîì íîðìàëüíûå
ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ óçëîâ ðàñ÷åòíîé ñåòêè, ðàñïîëîæåííûõ íà
ãðàíèöå, ñîâïàäàþò ñî ñêîðîñòüþ ñàìîé ãðàíèöû, à â êàñàòåëüíîì íàïðàâëåíèè ýòè
óçëû ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ïåðåìåùåíèå îñòàëüíûõ óçëîâ
ñåòêè, íå ñîâïàäàþùèõ ñ ãðàíèöåé, ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì âî âñåõ íàïðàâëå-
íèÿõ, íåçàâèñèìî îò äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñðåäû. Ýòó ñâîáîäó ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ ïîâûøåíèÿ ýêîíîìè÷íîñòè ðàñ÷åòîâ. Òàê, ìîæíî ñòðîèòü àäàïòèâíûå ñåòêè
ñî ñãóùåíèåì â îáëàñòÿõ ñ áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè ðåøåíèÿ è ðàçðåæåíèåì â îá-
ëàñòÿõ ñ ãëàäêèì ïîâåäåíèåì ðåøåíèÿ, ñåòêè ñ ïëàâíûì èçìåíåíèåì õàðàêòåðíûõ
ðàçìåðîâ ñîñåäíèõ ÿ÷ååê, ñåòêè ñ ñîõðàíåíèåì ÷åòûðåõóãîëüíûõ ÿ÷ååê, áëèçêèõ
ê êâàäðàòíûì èëè ïðÿìîóãîëüíûì è ò. ä. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ââîäèòü â ìàòå-
ìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è äîïîëíèòåëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ óçëîâ ñåòêè.
Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ â ïðîèçâîëüíûõ ëàãðàíæåâî-ýéëåðîâûõ ìåòîäàõ ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê â íåäèâåðãåíòíîé, òàê è â äèâåðãåíòíîé îðìàõ. Ïîýòîìó ðàñ÷åò èí-
òåíñèâíûõ óäàðíûõ âîëí â ðàìêàõ ýòèõ ìåòîäîâ ìîæíî ïðîâîäèòü áåç ââåäåíèÿ
èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè, âîñïîëüçîâàâøèñü äëÿ ýòîãî êîíñåðâàòèâíûìè ñõåìàìè.
Åñëè ëàãðàíæåâû ìåòîäû ñ÷èòàþòñÿ îïòèìàëüíûìè â çàäà÷àõ ñ îòíîñèòåëüíî ìà-
ëûìè äåîðìàöèÿìè ñàìèõ ñðåä, òî ïðîèçâîëüíûå ëàãðàíæåâî-ýéëåðîâû ìåòîäû
îïòèìàëüíû ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ äåîðìàöèÿõ ñóùåñòâåííûõ ãðàíèö çà-
äà÷è, ïîä êîòîðûå ïîäñòðàèâàþòñÿ èñïîëüçóåìûå â ýòèõ ìåòîäàõ ðàñ÷åòíûå ñåòêè.
Îäíàêî åñëè ñóùåñòâåííûå ãðàíèöû ñèëüíî äåîðìèðóþòñÿ, âîçíèêàþò, èñ÷åçàþò
èëè ìåíÿþò ñâîþ ñâÿçíîñòü, òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîèçâîëüíûõ ëàãðàíæåâî-
ýéðîâûõ ìåòîäîâ òàêæå ïðèõîäèòñÿ âûïîëíÿòü ïåðåñòðîéêó ñåòêè è ïðîâîäèòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ èíòåðïîëÿöèþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà íîâóþ ñåòêó (èíîãäà ñ
âûïîëíåíèåì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà, ïîëíîé ýíåðãèè). Åñòåñòâåííî,
÷òî âñå ýòî óñëîæíÿåò àëãîðèòìû ðàñ÷åòà è ñíèæàåò èõ ýêîíîìè÷íîñòü ïðîïîðöèî-
íàëüíî ÷àñòîòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóð ïåðåñòðîéêè ñåòêè è èíòåðïîëÿöèè ðåøåíèÿ.
Â ýéëåðîâûõ ìåòîäàõ èñïîëüçóþòñÿ ñòàöèîíàðíûå (äåêàðòîâû èëè êðèâîëèíåé-
íûå) ñåòêè. Ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè íå âîçíèêàåò ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ïåðåñòðîéêîé
ñåòîê è èíòåðïîëÿöèåé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ ñåòêè íà ñåòêó. Êàê è ñõåìû ïðîèç-
âîëüíûõ ëàãðàíæåâî-ýéëåðîâûõ ìåòîäîâ, ýéëåðîâû ñõåìû ìîãóò áûòü êàê êîíñåð-
âàòèâíûìè, òàê è íåêîíñåðâàòèâíûìè, ÷òî çàâèñèò îò èñõîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
îðìóëèðîâêè çàäà÷è (îíà ìîæåò áûòü êàê äèâåðãåíòíîé, òàê è íåäèâåðãåíòíîé)
è ñïîñîáà åå àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ðàñ÷åòà çàäà÷ ñ ñèëüíûìè óäàðíûìè âîëíàìè
øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ êîíñåðâàòèâíûå ìåòîäû áåç ÿâíîãî âûäåëåíèÿ ãàçîäèíà-
ìè÷åñêèõ ðàçðûâîâ, â êîòîðûõ íå íóæíî èñïîëüçîâàòü èñêóññòâåííóþ âÿçêîñòü.
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Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè ñðåäè íèõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îäóíîâà [14℄ è åãî ìîäèè-
êàöèè ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè (ïîâûøåíèå òî÷íîñòè äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò
ïðèìåíåíèÿ ýåêòèâíûõ îãðàíè÷èòåëåé ïðîèçâîäíûõ).
Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû îïèñàíèÿ ïåðåìåùåíèÿ êîíòàêòíîé ãðàíèöû ïî ýéëåðî-
âîé ñåòêå ìîæíî óñëîâíî ïîäðàçäåëèòü íà äâå áîëüøèå ãðóïïû. Ïåðâóþ ãðóïïó
ñîñòàâëÿþò ìåòîäû, â êîòîðûõ ïîäâèæíûå êîíòàêòíûå ãðàíèöû âûäåëÿþòñÿ ÿâíî
êàê ñîâîêóïíîñòü ïîâåðõíîñòíûõ ÿ÷ååê èëè óçëîâ [10, 1520℄. Â àíãëîÿçû÷íîé ëè-
òåðàòóðå îíè íàçûâàþòñÿ FT-ìåòîäàìè (front-traking methods), à â òåðìèíîëîãèè
ðàáîòû [4℄  ìåòîäàìè äèñêðåòíûõ ëàãðàíæåâûõ ìàðêåðîâ. Ïåðåìåùåíèå êîíòàêò-
íîé ãðàíèöû (èçìåíåíèå ïîçèöèè èäåíòèèöèðóþùèõ åå ìàðêåðîâ) îñóùåñòâëÿ-




ãäå u  ñêîðîñòü ýëåìåíòà êîíòàêòíîé ãðàíèöû, x  åãî ðàäèóñ-âåêòîð, t  âðåìÿ.
Ïîâåðõíîñòíàÿ ëàãðàíæåâà ñåòêà ìàðêåðîâ êîíòàêòíîé ãðàíèöû, ðàçìåðíîñòü êî-
òîðîé íà åäèíèöó ìåíüøå ïðîñòðàíñòâåííîé ðàçìåðíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è,
äâèæåòñÿ ïî ýéëåðîâîé ñåòêå. Îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû ñðåä íà ìåæàçíîé ãðàíèöå
(æèäêîñòü  ãàç) â ñëó÷àå åå ÿâíîãî âûäåëåíèÿ ìîæíî, íàïðèìåð, ðåøàÿ çàäà÷ó è-
ìàíà î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà ñ åäèíûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ äëÿ îáå-
èõ ñðåä  äâó÷ëåííûì óðàâíåíèåì [14℄ èëè óíèâåðñàëüíûì óðàâíåíèåì stiened
gas [21℄. Â öåëîì, FT-ìåòîäû õàðàêòåðèçóþòñÿ îòíîñèòåëüíî âûñîêîé ýåêòèâ-
íîñòüþ ðàñ÷åòà äâèæåíèÿ êîíòàêòíûõ ãðàíèö, íî ïðè èçìåíåíèè òîïîëîãèè ãðàíèö
èëè ïðè îáîáùåíèè íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé àëãîðèòìû çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿþòñÿ.
Âî âòîðîé ãðóïïå ìåòîäîâ ðàñ÷åòà êîíòàêòíûõ ãðàíèö íà ýéëåðîâîé ñåòêå ïî-
äâèæíûå êîíòàêòíûå ãðàíèöû óëàâëèâàþòñÿ íåÿâíî ïîñðåäñòâîì ïðîñòðàíñòâåí-
íîé óíêöèè ϕ(x, t) (x  ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè ïðîñòðàíñòâà), èäåíòèèöèðóþùåé
êîíòàêòèðóþùèå ñðåäû. Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå òàêèå ìåòîäû íàçûâàþòñÿ
FC-ìåòîäàìè (front-apturing methods), à â òåðìèíîëîãèè ðàáîòû [4℄  ìåòîäàìè
íåïðåðûâíûõ ëàãðàíæåâûõ ìàðêåðîâ. Ôóíêöèÿ-èäåíòèèêàòîð ϕ ðàññ÷èòûâà-
åòñÿ íàðÿäó ñ îñòàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñðåä. Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðèìåíåíèÿ
óíêöèè-èäåíòèèêàòîðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åå çíà÷åíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ âäîëü




+ u · ∇ϕ = 0,
ãäå u  ëîêàëüíàÿ ñêîðîñòü ñðåäû.
Ñóùåñòâóþùèå FC-ìåòîäû ðàçëè÷àþòñÿ ñïîñîáîì çàäàíèÿ è èçè÷åñêèì ñìûñ-
ëîì óíêöèè-èäåíòèèêàòîðà. Îïèñàíèå ðÿäà øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûõ âàðè-
àíòîâ FC-ìåòîäîâ ìîæíî íàéòè â [3, 22℄. Ê íèì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñÿòñÿ ìåòîäû
Volume Of Fluid (VOF) è Level Set (LS). Â ìåòîäå VOF óíêöèÿ-èäåíòèèêàòîð ϕ
èìååò ñìûñë îáúåìíîé äîëè äàííîé ñðåäû â ÿ÷åéêå  ðàêöèîííîãî îáúåìà.
Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç êîíòàêòèðóþùèõ ñðåä õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîåé óíêöèåé-
èäåíòèèêàòîðîì, êîòîðàÿ èìååò çíà÷åíèå 1 â ÿ÷åéêàõ, ïîëíîñòüþ çàíÿòûõ ñî-
îòâåòñòâóþùåé ñðåäîé, 0  â ÿ÷åéêàõ, ãäå ýòà ñðåäà îòñóòñòâóåò, è ïðîìåæóòî÷íîå
çíà÷åíèå ìåæäó 0 è 1 â ÿ÷åéêàõ ñ êîíòàêòíîé ãðàíèöåé. Èçíà÷àëüíî ìåòîä áûë
ïðåäëîæåí äëÿ íåñæèìàåìûõ è ñëàáîñæèìàåìûõ æèäêîñòåé [23℄. Ñåé÷àñ ñóùåñò-
âóþò ìîäèèêàöèè ýòîãî ìåòîäà äëÿ çàäà÷ ñ ïîëíûì ó÷åòîì ñæèìàåìîñòè [24, 25℄.
Â ðàìêàõ ýòîãî ìåòîäà äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ êîíòàêò-
íîé ãðàíèöû âíóòðè ÿ÷åéêè ëèáî ïðèìåíÿþòñÿ ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû ðåêîí-
ñòðóêöèè ãðàíèöû íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå íà îñíîâå ðàññ÷èòàííîé óíêöèè-
èäåíòèèêàòîðà ϕ [26, 27℄, ëèáî èñïîëüçóþòñÿ ñõåìû ñ ìèíèìàëüíîé ÷èñëåííîé
äèóçèåé äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà îòíîñèòåëüíî óíêöèè ϕ [28, 29℄. Àëãîðèòìû
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ìåòîäà VOF óñëîæíÿþòñÿ ïðè èçìåíåíèè òîïîëîãèè ãðàíèöû è ïðè îáîáùåíèè íà
ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Â ìåòîäå LS óíêöèÿ-èäåíòèèêàòîð èìååò ñìûñë çíàêî-
ïåðåìåííîãî ðàññòîÿíèÿ äî êîíòàêòíîé ãðàíèöû (çíàê óíêöèè èäåíòèèöèðóåò
ñðåäû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ãðàíèöû êîíòàêòà) [30, 31℄. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè
óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà óíêöèÿ ϕ ìîæåò òåðÿòü ñâîéñòâà ðàññòîÿíèÿ, ïîýòîìó â ðàì-
êàõ ìåòîäà LS ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ñïåöèàëüíûå ïðîöåäóðû åå ðåèíèöèàëèçàöèè.
Ìåòîäû ðàñ÷åòà òå÷åíèé ñ êîíòàêòíûìè ãðàíèöàìè ïîäðàçäåëÿþò òàêæå íà äâà
êëàññà â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê òðàêòóåòñÿ â íèõ êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà. Ê ïåðâîìó
êëàññó îòíîñÿò ìåòîäû, â êîòîðûõ êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ÷åò-
êàÿ ïîâåðõíîñòü (ëèíèÿ), ïî ðàçíûå ñòîðîíû êîòîðîé íàõîäÿòñÿ ðàçíûå ñðåäû.
Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå òàêèå ìåòîäû íàçûâàþòñÿ sharp interfae methods
(SIM). Âòîðîé êëàññ ñîñòàâëÿþò ìåòîäû, â êîòîðûõ êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ íå êàê ÷åòêàÿ ïîâåðõíîñòü, à êàê òîíêèé ïåðåõîäíûé ñëîé, â êîòîðîì
õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû (íåêîé ñìåñè êîíòàêòèðóþùèõ ñðåä) ïëàâíî ïåðåõîäÿò îò
ïàðàìåòðîâ îäíîé ñðåäû ê ïàðàìåòðàì äðóãîé. Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå òàêèå
ìåòîäû íàçûâàþòñÿ diusive interfae methods (DIM). Ê ìåòîäàì êëàññà SIM îòíî-
ñÿòñÿ âñå FT-ìåòîäû è ðÿä FC-ìåòîäîâ. Òàê, óñèëèÿ, ïðèëàãàåìûå â FC-ìåòîäàõ
VOF è LS äëÿ òîãî, ÷òîáû óíêöèÿ-èäåíòèèêàòîð ϕ ñîõðàíÿëà çàÿâëåííûé è-
çè÷åñêèé ñìûñë (îáúåìíîé äîëè æèäêîñòè â ÿ÷åéêå äëÿ VOF è çíàêîïåðåìåííîãî
ðàññòîÿíèÿ äî êîíòàêòíîé ãðàíèöû äëÿ LS), íóæíû äëÿ óñòàíîâëåíèÿ êàê ìîæ-
íî áîëåå òî÷íîãî ïîëîæåíèÿ ÷åòêîé ãðàíèöû ìåæäó íåñìåøèâàþùèìèñÿ ñðåäàìè.
Â ñèëó ýòîãî ìåòîäû VOF è LS îòíîñÿòñÿ êëàññó SIM. Â FC-ìåòîäàõ êëàññà DIM,
êàê è â ìåòîäå VOF, óíêöèÿ-èäåíòèèêàòîð ϕ (íàçûâàåìàÿ òàêæå indiating
funtion, olor funtion, density funtion èëè, ïî àíàëîãèè ñ VOF, frational
volume) â îáëàñòÿõ, çàíÿòûõ ðàçíûìè ñðåäàìè, ïðèíèìàåò ðàçëè÷àþùèåñÿ ïîñòî-
ÿííûå çíà÷åíèÿ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îíà èìååò ñòóïåí÷àòûé ïðîèëü íà
ãðàíèöå êîíòàêòà. Â õîäå ðàñ÷åòîâ âñëåäñòâèå ÷èñëåííîé äèóçèè ýòîò ïðîèëü
ïîñòåïåííî ðàçìûâàåòñÿ. Ïðè ýòîì òî÷íîå ïîëîæåíèå êîíòàêòíîé ãðàíèöû ñòàíî-
âèòñÿ íåîïðåäåëåííûì, êàê è â òåõíîëîãèÿõ ðàñ÷åòà óäàðíûõ âîëí áåç èõ ÿâíîãî
âûäåëåíèÿ. Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ãðàíèöà êîíòàêòà èäåíòèèöèðóåòñÿ ëèáî êàê
îáëàñòü áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ óíêöèè-èäåíòèèêàòîðà, ëèáî êàê èçîïîâåðõíîñòü
åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà ìåæäó íåñìåøèâà-
þùèìèñÿ æèäêîñòÿìè ÿâëÿåòñÿ â ðåàëüíîñòè ÷åòêîé, â ðàìêàõ ìåòîäîâ êëàññà DIM
îíà çàìåíÿåòñÿ íà òîíêóþ ïåðåõîäíóþ îáëàñòü, çàíÿòóþ ñìåñüþ, ñîðìèðîâàííîé
êîíòàêòèðóþùèìè ñðåäàìè. Ñ èçìåëü÷åíèåì ñåòêè ïåðåõîäíàÿ îáëàñòü ïðåâðàùà-
åòñÿ â ðàçðûâ. Äëÿ ïåðåõîäíîé îáëàñòè äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïåðåõîäíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èëè ñàìî ïåðåõîäíîå
óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñìåñè. Ïðè ýòîì óíêöèÿ-èäåíòèèêàòîð ìîæåò èíòåð-
ïðåòèðîâàòüñÿ êàê ýåêòèâíûé ïîêàçàòåëü àäèàáàòû [32, 33℄, íåêàÿ óíêöèÿ îò
ïîêàçàòåëÿ àäèàáàòû [34℄, ýåêòèâíàÿ ïîñòîÿííàÿ äâó÷ëåííîãî óðàâíåíèÿ ñîñòî-
ÿíèÿ (íàïðèìåð, ìîäåëè stiened gas) [7, 8℄, ìàññîâàÿ [3538℄ èëè îáúåìíàÿ [3,
3945℄ äîëÿ ñðåäû â ñìåñè.
Ìåòîäû DIM ñ ðàçìûâàíèåì êîíòàêòíîé ãðàíèöû ÿâëÿþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ
îïèñàíèÿ åå ïîëîæåíèÿ íàèìåíåå òî÷íûìè, íî â òî æå âðåìÿ îíè ãîðàçäî áîëåå
ïðîñòû â ïðèìåíåíèè. Îíè ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé è áåç äîïîë-
íèòåëüíûõ ñëîæíîñòåé ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü ïîëîæåíèå êîíòàêòèðóþùèõ ñðåä
â ñëó÷àå ïåðåìåííîé òîïîëîãèè çàíèìàåìûõ èìè ïîäîáëàñòåé. Äîñòîèíñòâîì ýòèõ
ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ åùå è òî, ÷òî îáóñëîâëåííàÿ ÷èñëåííîé äèóçèåé øèðèíà ïå-
ðåõîäíîé îáëàñòè â íèõ ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíà ïðè èñïîëüçîâàíèè îïðåäåëåííûõ
ìåòîäèê [11, 43, 4648℄.
Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëîñü ìíîãî ãèáðèäíûõ ìåòîäîâ (ñì. ññûëêè â [9℄), â òîé
èëè èíîé ìåðå îáúåäèíÿþùèõ äîñòîèíñòâà ñî÷åòàåìûõ â íèõ ïîäõîäîâ: ñìåøàííûå
àëãîðèòìû LS-VOF, partile-LS, marker-VOF, LS-FT è ò. ä.
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Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî DIM-ìåòîäîâ ñ ðàçìûâàíèåì êîíòàêò-
íûõ ãðàíèö ïåðåä ìåòîäàìè SIM ñ ÿâíûì âûäåëåíèåì êîíòàêòíûõ ãðàíèö  ýòî
îòíîñèòåëüíàÿ ïðîñòîòà àëãîðèòìîâ îïèñàíèÿ ãðàíèö ñëîæíîé òîïîëîãèè, âêëþ-
÷àÿ ðàãìåíòàöèþ, êîàëåñöåíöèþ, âîçíèêíîâåíèå è èñ÷åçíîâåíèå ïîâåðõíîñòåé.
Â ñèëó ýòîãî DIM-ìåòîäû âûãëÿäÿò âåñüìà ïðèâëåêàòåëüíûìè. Îäíàêî èõ èñïîëü-
çîâàíèå äëÿ ðàñ÷åòà êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñæèìàåìûõ ñðåä â ñî÷åòàíèè ñ
êîíñåðâàòèâíûìè ýéëåðîâûìè ñõåìàìè, îñíîâàííûìè íà ñêâîçíîì ðàñ÷åòå ðàçðû-
âîâ, îêàçàëîñü ïðîáëåìàòè÷íûì [32℄. Äåëî â òîì, ÷òî êîíñåðâàòèâíûå ýéëåðîâû
ìåòîäû ñêâîçíîãî ñ÷åòà âñåãäà ñîïðîâîæäàþòñÿ ÷èñëåííîé äèóçèåé ðàçðûâîâ
íà íåñêîëüêî ðàñ÷åòíûõ óçëîâ. Ýòà äèóçèÿ, âåñüìà æåëàòåëüíàÿ ïðè ðàñ÷åòå
óäàðíûõ âîëí â îäíîðîäíûõ ñðåäàõ, âûçûâàåò ïðîáëåìû â ñëó÷àå ðàñ÷åòà òå÷åíèé
ñ êîíòàêòíûìè ãðàíèöàìè. Òàê, ÷èñëåííàÿ äèóçèÿ ïðèâîäèò ê ðàçìûâàíèþ ïðî-
èëÿ ïëîòíîñòè íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò ïåðåõîäíàÿ çîíà
ñ íåîïðåäåëåííîé ñðåäîé, äàâëåíèå êîòîðîé óæå íåëüçÿ âûðàæàòü ÷åðåç êîíñåðâà-
òèâíûå ïåðåìåííûå (ìàññó, èìïóëüñ è ïîëíóþ ýíåðãèþ), ïðèìåíÿÿ äëÿ ýòîãî îäíî
èç óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ êîíòàêòèðóþùèõ ñðåä èëè êàêîå-ëèáî óðàâíåíèå ñîñòî-
ÿíèÿ ñìåñè, ïîñêîëüêó ýòî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ íåèçè÷íûõ îñöèëëÿöèé
äàâëåíèÿ. Ýòè îñöèëëÿöèè íå ñâÿçàíû ñ ïîðÿäêîì òî÷íîñòè ñõåìû, ïîñêîëüêó íà-
áëþäàþòñÿ äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåì ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè [22℄. Íóæíî
îòìåòèòü, ÷òî FT-ìåòîäû íå èìåþò òàêîãî íåäîñòàòêà, ïîñêîëüêó êîíòàêòíàÿ ãðà-
íèöà â íèõ âûäåëÿåòñÿ ÿâíî áåç êàêîãî-ëèáî ðàçìûâàíèÿ.
Èçáåæàòü íåèçè÷íûõ îñöèëëÿöèé äàâëåíèÿ â ðàìêàõ DIM-ïîäõîäà ìîæíî,
âîñïîëüçîâàâøèñü íåêîíñåðâàòèâíûìè ñõåìàìè ñêâîçíîãî ñ÷åòà, îñíîâàííûìè íà
ïðèìåíåíèè óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè äàâëåíèÿ [32, 49, 50℄. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü è êîí-
ñåðâàòèâíûå ñõåìû, íî ñ ëîêàëüíîé íåêîíñåðâàòèâíîé êîððåêöèåé ïîëíîé ýíåðãèè
â îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé ãðàíèöû òàêæå íà îñíîâå óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè äàâëå-
íèÿ [3, 22, 51℄.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ìåòîäàõ êëàññà SIM ñ ÷åòêèì îïðåäåëåíèåì êîíòàêòíîé
ãðàíèöû ïðèìåíåíèå êîíñåðâàòèâíûõ ýéëåðîâûõ ñõåì ñêâîçíîãî ñ÷åòà, íàïðèìåð
ñõåìû îäóíîâà, òàêæå ñîïðîâîæäàåòñÿ íåêîòîðûìè òðóäíîñòÿìè. Ïðè äâèæåíèè
êîíòàêòíîé ãðàíèöû ïî ýéëåðîâîé ñåòêå âîçíèêàþò äðîáíûå ÿ÷åéêè (ut ells). Îíè
èìåþò íåðåãóëÿðíóþ îðìó, òàê ÷òî äëÿ èõ îáðàáîòêè òðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ïðî-
öåäóðû, òî÷íîñòü êîòîðûõ îáû÷íî íèæå òî÷íîñòè àëãîðèòìîâ ðàñ÷åòà ðåãóëÿðíûõ
ÿ÷ååê [1, 52℄. Êðîìå òîãî, ðàçìåðû äðîáíûõ ÿ÷ååê ìîãóò áûòü î÷åíü ìàëûìè, ÷òî
ïðèâîäèò ê æåñòêèì îãðàíè÷åíèÿì íà øàã ïî âðåìåíè.
Èçáåæàòü ïðîáëåì ñ äðîáíûìè ÿ÷åéêàìè â ðàìêàõ SIM-ïîäõîäà ïîçâîëÿåò èäåî-
ëîãèÿ èêòèâíîé æèäêîñòè GFM (Ghost Fluid Method) [53℄. Ñîãëàñíî ýòîé èäåî-
ëîãèè ïîâåðõ ÿ÷ååê ñ ðåàëüíîé ñðåäîé íà äðóãîé ñòîðîíå êîíòàêòíîé ãðàíèöû
ââîäèòñÿ ñëîé èêòèâíûõ ÿ÷ååê, çàïîëíåííûõ èêòèâíîé æèäêîñòüþ, òåðìîäèíà-
ìè÷åñêè ïîäîáíîé æèäêîñòè ñ ýòîé ñòîðîíû. Ïîñëå íåçàâèñèìîãî ðàñ÷åòà êàæäîé
èç îäíîðîäíûõ ñðåä (ðåàëüíàÿ ñðåäà ñ îäíîé ñòîðîíû êîíòàêòíîé ãðàíèöû  òåð-
ìîäèíàìè÷åñêè ýêâèâàëåíòíàÿ åé èêòèâíàÿ ñðåäà ïî äðóãóþ ñòîðîíó ãðàíèöû)
â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû êîíòàêòà â óçëàõ ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî ðå-
øåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ðåàëüíîé ñðåäå. Äëÿ äîîïðåäåëåíèÿ èêòèâíûõ ÿ÷ååê,
âõîäÿùèõ â øàáëîí ñõåìû ðàñ÷åòà ÿ÷åéêè ñ êîíòàêòíîé ãðàíèöåé, è äëÿ ìîäè-
èêàöèè ïîòîêîâ íà ãðàíÿõ òàêîé ÿ÷åéêè èñïîëüçóåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è èìàíà
î ðàñïàäå ðàçðûâà íà ñàìîé êîíòàêòíîé ãðàíèöå. Â ñëó÷àå êîíòàêòà ñðåä ñ áîëü-
øîé ðàçíèöåé àêóñòè÷åñêèõ èìïåäàíñîâ, òî åñòü êîíòàêòà ñðåä òèïà ãàç æèäêîñòü
ñ ñèëüíî ðàçëè÷àþùèìèñÿ óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ, ìåòîä èêòèâíîé æèäêîñòè
GFM ïîòðåáîâàë ðÿä ìîäèèêàöèé [5456℄.
Â êëàññå SIM-ìåòîäîâ ìîæíî îòìåòèòü ìåòîä I-SIM [57℄, â êîòîðîì äâèæå-
íèå êîíòàêòíîé ãðàíèöû è äèíàìèêà êîíòàêòèðóþùèõ ñðåä ÿâëÿþòñÿ ïîëíîñòüþ
×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÎÂÀÍÈÅ ÊÎÍÒÀÊÒÍÎÎ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß. . . 79
(íåëèíåéíî) ñâÿçàííûìè, ÷òî èñêëþ÷àåò âîçíèêíîâåíèå ïîãðåøíîñòåé, îáóñëîâëåí-
íûõ îïåðàòîðíûì ðàñùåïëåíèåì. Êðîìå òîãî, ìåòîä I-SIM ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëü-
íûì â òîì ñìûñëå, ÷òî îí ïðèãîäåí äëÿ ðàñ÷åòà êàê ñæèìàåìûõ, òàê è íåñæèìàå-
ìûõ òå÷åíèé.
Ïðîðûâ â ðàçðàáîòêå ïîäîáíûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ðàñ÷åòà
êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñðåä ïðè ïðîèçâîëüíûõ ñêîðîñòÿõ èõ äâèæåíèÿ ñ ó÷å-
òîì è áåç ó÷åòà ñæèìàåìîñòè, áûë ñâÿçàí ñ ïîÿâëåíèåì ìåòîäà CIP-CUP (Constraint
Interpolation Prole Combined and Unied Proedure) [49℄. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà
ðàñùåïëåíèè óðàâíåíèé Ýéëåðà â ïåðåìåííûõ ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü, äàâëåíèå íà
êîíâåêòèâíóþ è íåêîíâåêòèâíóþ ÷àñòè. Äëÿ ðàñ÷åòà êîíâåêòèâíîé ÷àñòè ïðèìå-
íÿåòñÿ ìåòîä CIP  îäèí èç âàðèàíòîâ ïîëóëàãðàíæåâûõ ìåòîäîâ, õàðàêòåðèçóþ-
ùèéñÿ ìîíîòîííîñòüþ è ìàëîé äèóçèåé. Äëÿ ðàñ÷åòà íåêîíâåêòèâíîé ÷àñòè
èñïîëüçóåòñÿ èäåîëîãèÿ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà òå÷åíèé íåñæèìàåìûõ ñðåä íà îñíîâå
óðàâíåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ, îáîáùåííàÿ íà ñëó÷àé ñæèìàåìîñòè. Äàííàÿ ïðîöåäóðà
ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé ñ øèðîêèì äèàïàçîíîì ïðîÿâëåíèÿ ñæè-
ìàåìîñòè è ñ êîíòàêòíûìè ãðàíèöàìè ñî çíà÷èòåëüíûì ïåðåïàäîì àêóñòè÷åñêîãî
èìïåäàíñà. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ìåòîä CIP-CUP íå ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì, â
ñî÷åòàíèè ñ èñêóññòâåííîé âÿçêîñòüþ [58℄ îí äåìîíñòðèðóåò õîðîøèå âîçìîæíîñòè
ïðè ðàñ÷åòå ìíîãîàçíûõ òå÷åíèé ñ óäàðíûìè âîëíàìè. Ïîýòîìó ñàì ìåòîä CIP-
CUP è åãî ìîäèèêàöèè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè [4345,
5964℄. Ìåòîä, èäåîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé ìåòîäó [49℄, èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòå [5℄
â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñõåìû ñ öåëüþ îáåñïå÷åíèÿ
êîððåêòíîñòè ðåøåíèÿ íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåàëèçîâàíà ìåòîäèêà ðàñ÷åòà çàäà÷ êîíòàêòíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ñæèìàåìûõ ñðåä, îñíîâàííàÿ íà DIM-ïîäõîäå ñ íåÿâíûì óëàâëèâàíèåì
ìåæàçíûõ ãðàíèö íà ýéëåðîâîé ñåòêå è óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ñðåä â íåêîíñåð-
âàòèâíîé îðìå ñ ïðèìåíåíèåì äëÿ èõ ðåøåíèÿ ìåòîäà CIP-CUP [43℄. Òàêîé ïîä-
õîä ñî÷åòàåò â ñåáå îòíîñèòåëüíóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ïðîñòîòó, óíèâåðñàëüíîñòü
è ýåêòèâíîñòü ïðè ðàñ÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñæèìàåìûõ è íåñæèìàåìûõ ñðåä 
ñèëüíûìè äåîðìàöèÿìè êîíòàêòíûõ ãðàíèö.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå óðàâíåíèÿ
àññìàòðèâàåòñÿ êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå æèäêîñòè è ãàçà  ñðåä, ñèëüíî
ðàçëè÷àþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé òåðìîäèíàìè÷åñêè è ïî ïðîÿâëåíèþ ýåêòà ñæè-
ìàåìîñòè. Ïðè ýòîì äîïóñêàþòñÿ êîíå÷íûå äåîðìàöèè êîíòàêòíîé ãðàíèöû è íà-
ëè÷èå ñèëüíûõ óäàðíûõ âîëí â æèäêîñòè è ãàçå. Ïðèìåðàìè òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ
ñõëîïûâàíèå ãàçîâîé ïîëîñòè â æèäêîñòè ïðè ïðîõîæäåíèè â íåé èíòåíñèâíîé
óäàðíîé âîëíû, ñèëüíîå íåñåðè÷åñêîå ñæàòèå êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà âáëèçè
òåëà ñ îáðàçîâàíèåì íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà êóìóëÿòèâíîé ñòðóéêè, âûñîêîñêî-
ðîñòíîé óäàð äâèæóùåéñÿ â ãàçå êàïëè æèäêîñòè î æåñòêóþ ñòåíêó è ò. ä.
Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñðåä áåç ó÷åòà ýåêòîâ âÿçêîñòè è
òåïëîïðîâîäíîñòè çàïèñûâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòè ̺ , ñêîðîñòè u è äàâëå-
íèÿ p â âèäå
∂̺
∂t
+ u · ∇̺ = −̺∇ · u,
∂u
∂t






+ u · ∇p = −̺C 2S ∇ · u,
(1)
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Äëÿ æèäêîñòè âõîäÿùèå â ýòî âûðàæåíèå ïîñòîÿííûå γ è B ÿâëÿþòñÿ êîíñòàí-
òàìè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ Òýòà, à äëÿ ãàçà B = 0 , γ  ïîêàçàòåëü àäèàáàòû.
Â ðàñ÷åòàõ ñêîðîñòü çâóêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî îðìóëå
CS = ϕCS,l + (1− ϕ)CS,g,
ãäå CS,l  ñêîðîñòü çâóêà â æèäêîñòè, CS,g  ñêîðîñòü çâóêà â ãàçå, ϕ  óíêöèÿ-
èäåíòèèêàòîð ñðåäû. Â íà÷àëå ðàñ÷åòà îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ϕ(x) =
{
1 â îáëàñòè, çàíÿòîé æèäêîñòüþ,
0, â îáëàñòè, çàíÿòîé ãàçîì,




+ u · ∇ϕ = 0, (2)
ãäå u  ëîêàëüíàÿ ñêîðîñòü ñðåäû. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ
óíêöèÿ-èäåíòèèêàòîð ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ìåæäó 0 è 1.
Â òàêîì ñëó÷àå êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà íàõîäèòñÿ â îáëàñòè íåíóëåâîãî ãðàäèåíòà
óíêöèè ϕ .
Êàê è â ðàáîòå [43℄, ðåøåíèå ñèñòåìû (1) íàõîäèòñÿ ðàñùåïëåíèåì óðàâíåíèé








+ un · ∇un = 0,
p∗ − pn
∆t
+ un · ∇pn = 0,
(3)
Çâåçäî÷êîé îáîçíà÷àþòñÿ âåëè÷èíû ïîñëå ðàñ÷åòà êîíâåêòèâíîé ÷àñòè. Íåêîíâåê-
òèâíàÿ ÷àñòü àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
̺n+1 − ̺∗
∆t














Äëÿ ðàñ÷åòà êîíâåêòèâíîé ÷àñòè ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä CIP (Constrained Interpo-
lation Prole) [43℄  îäèí èç âàðèàíòîâ ïîëóëàãðàíæåâîãî ìåòîäà. Â ýòîì ìåòîäå
íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå è õàðàêòåðèñòèêè
ëàãðàíæåâîé ÷àñòèöû, êîòîðàÿ ïðèäåò â ðàññìàòðèâàåìûé óçåë ýéëåðîâîé ñåòêè.
Â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
∂f
∂t
+ u · ∇f = 0 (5)
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èñ. 1. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ  èíòåðïîëÿöèîííûé ïðîèëü óíêöèè â ìîìåíò t−∆t ; øòðè-
õîâàÿ  ýòîò æå ïðîèëü, ñìåùåííûé â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ñðåäû íà ðàññòîÿíèå u∆t
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ëàãðàíæåâà èíâàðèàíòà f(x, t) = f(x′, t − ∆t) (ðèñ. 1), ãäå
x
′
 êîîðäèíàòû ÷àñòèöû ñðåäû â ìîìåíò t−∆t , êîòîðàÿ, ïåðåìåùàÿñü ñî ñêîðî-
ñòüþ u , ïîïàäàåò â ìîìåíò t â òî÷êó x . Òî÷êà x ñîâïàäàåò ñ óçëîì ñåòêè, â òî
âðåìÿ êàê x
′
ìîæåò è íå ñîâïàäàòü. Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå
äëÿ âñåõ óçëîâ ñåòêè íóæíî îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå îòïðàâíûõ òî÷åê x
′
è çíà÷åíèå
f(x′, t − ∆t) . ×òîáû íàéòè f(x′, t −∆t) , â ÿ÷åéêå, â êîòîðîé îêàçàëàñü òî÷êà x′ ,
ñòðîèòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ïðîèëü óíêöèè. Åãî ïîñòðîåíèå ÿâëÿåòñÿ êëþ÷å-
âûì ìîìåíòîì â CIP-ìåòîäàõ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ âàðèàíò RCIP
(Rational-Cubi Interpolation Propagation) [43℄, â êîòîðîì èíòåðïîëÿöèîííàÿ óíê-










Çäåñü X = x− xi ,
α0 = 1, β0 = 1, α1 = 1 ïðè gi giup < 0, α1 = 0 ïðè gi giup ≥ 0,
β1 =
[
|(Si − gi)/(giup − Si)| − 1
]
∆−1i ,





gi − Si + (giup − Si)(1 + α1β1∆i)
]
∆−2i ,
ãäå iup = i − 1 ïðè u > 0 , iup = i + 1 ïðè u ≤ 0 , ∆i = xiup − xi, gi = ∂xfi, Si =
= (fiup − fi)/∆i . Âñå ýòè êîýèöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî èçâåñòíûì íà n-ì âðå-
ìåííîì øàãå çíà÷åíèÿì èñêîìîé óíêöèè f è åå ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé
g = ∂xf . Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì èíòåðïîëÿöèîííàÿ óíêöèÿ R
1D
i (x) îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì ñíèæåíèÿ ïîðÿäêà èíòåðïîëÿöèè â îáëàñòÿõ ñ ðåçêèì èçìåíåíèåì
ðåøåíèÿ. Îíà îáåñïå÷èâàåò èíòåðïîëÿöèþ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïðè α1 = 0 èëè â
îáëàñòÿõ, ãäå ðåøåíèå ãëàäêîå (òî åñòü β1 → 0). Â ÿ÷åéêàõ, ãäå ðåøåíèå èìååò
ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì è α1 = 1 , R
1D
i (x) ðåàëèçóåò èíòåðïîëÿöèþ áîëåå íèçêîãî
ïîðÿäêà ñ ñîõðàíåíèåì âûïóêëîñòè èëè âîãíóòîñòè ïðîèëÿ ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (5) èìååò âèä
f∗i = R
1D
i (xi − u∆t) =





ãäå ξ = −u∆t . Ïðè âû÷èñëåíèè ξ â êà÷åñòâå u èñïîëüçóåòñÿ îñðåäíåííîå çíà÷åíèå
(ui + u
∗∗
i )/2 , ãäå u
∗∗
i  ñêîðîñòü â òî÷êå xi − ui∆t . Çíà÷åíèå u
∗∗
i ïðåäâàðèòåëüíî
ðàññ÷èòûâàåòñÿ òàêæå ñ ïîìîùüþ RCIP ïðè u = ui . Â ðàìêàõ RCIP ïðîèçâîä-
íàÿ g , êàê è ñàìà óíêöèÿ f , ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïàðàìåòðîì. Îíà ðàññ÷èòûâàåòñÿ
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íå ÷åðåç óçëîâûå çíà÷åíèÿ óíêöèè f , à èç óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî äèåðåíöè-















































åøåíèå êîíâåêòèâíîé ÷àñòè (7) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîñòûì äèåðåíöèðîâàíèåì






(xi − u∆t) =










Ñïîñîá ðåøåíèÿ (8) îáñóæäàåòñÿ íèæå ïðè îïèñàíèè íåêîíâåêòèâíîé ñòàäèè ðàñ-
÷åòà.
Â äâóìåðíîì ñëó÷àå èíòåðïîëÿöèîííàÿ óíêöèÿ èìååò âèä [65℄









ãäå X = x− xi è Y = y − yi ,
α 0,0 = 1, β 0,0 = 1,
α1,0 = 1 ïðè gx i,j gx iup,j < 0, α1,0 = 0 ïðè gx i,j gx iup,j ≥ 0,
α0,1 = 1 ïðè gy i,j gy i,jup < 0, α0,1 = 0 ïðè gy i,j gy i,jup ≥ 0,
β1,0 =
[





|(Sy − gy i,j)/(gy i,jup − Sy)| − 1
]
∆−1y ,
C0,0 = fi,j , C1,0 = gx i,j + α1,0β1,0fi,j , C0,1 = gy i,j + α0,1β0,1fi,j,
C2,0 =
[





(1 + α0,1β0,1∆y)fi,jup − C0,0 − C0,1∆y
]
∆−2y − C0,3∆y,
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C3,0 =
[
























































Çäåñü iup = i− 1 ïðè ui,j > 0 , iup = i + 1 ïðè ui,j ≤ 0 , jup = j − 1 ïðè vi,j > 0 ,
jup = j + 1 ïðè vi,j ≤ 0 , ∆x = xiup,j − xi,j , ∆y = yi,jup − yi,j , gx i,j = ∂xfi,j ,
gy i,j = ∂yfi,j , Sx = (fiup,j − fi,j)∆
−1
x , Sy = (fi,jup − fi,j)∆
−1
y . Íà êîíâåêòèâíîé












(xi,j − u∆t, yi,j − v∆t),
ãäå u = (ui,j+u
∗∗
i,j)/2, v = (vi,j+v
∗∗




i,j  ñêîðîñòè â òî÷êå (xi,j−ui,j∆t,




i,j ïðåäâàðèòåëüíî ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ RCIP
ïðè u = ui,j, v = vi,j . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ gx, gy íà íåêîíâåêòèâíîé ñòà-
äèè èñïîëüçóåòñÿ ÿâíàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, êîòîðàÿ áóäåò ïðèâå-
äåíà íèæå.
Äëÿ ðàñ÷åòà óíêöèè-èäåíòèèêàòîðà ϕ ìåòîä RCIP ïðèìåíÿåòñÿ â ñî÷åòà-
íèè ñî ñëåäóþùèì ïðèåìîì, ïîçâîëÿþùèì ìàêñèìàëüíî ñîêðàòèòü ÷èñëåííóþ
äèóçèþ è íåìîíîòîííîñòü ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ. Âìå-
ñòî óðàâíåíèÿ (2) ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå
∂F
∂t
+ u · ∇F = 0,
ãäå
F = tg [(1 − ε)π(ϕ− 0.5)], (9)
ïàðàìåòð ε îïðåäåëÿåò øèðèíó ðàçìûâàíèÿ ïåðåõîäíîé îáëàñòè ñ íåíóëåâûì ãðà-
äèåíòîì ϕ . Ôóíêöèÿ-èäåíòèèêàòîð ϕ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç F ïîñðåäñòâîì îáðàò-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ïåðåõîäíóþ îáëàñòü
ìåæäó êîíòàêòèðóþùèìè ñðåäàìè äî ðàçìåðîâ îäíîé-äâóõ ÿ÷ååê. Îí ÿâëÿåòñÿ
âåñüìà ýåêòèâíûì â ñëó÷àå èçìåíåíèÿ ñâÿçíîñòè êîíòàêòíûõ ãðàíèö, â ÷àñò-
íîñòè êîãäà ãðàíèöû äåëÿòñÿ, ïåðåñåêàþòñÿ èëè ñëèâàþòñÿ. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî
ñïîñîá ñíèæåíèÿ ÷èñëåííîé äèóçèè (9) ïðèìåíèì òîëüêî â ñëó÷àå ÷åòêî îïðåäå-
ëåííîãî äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ èñêîìîãî ïàðàìåòðà. Òàê, îí ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàí ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà äëÿ óíêöèè-èäåíòèèêàòîðà ϕ ñ èçâåñòíîé
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îáëàñòüþ åå èçìåíåíèÿ [0, 1] , íî íå ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ñêîðîñòè u , äàâëåíèÿ p ,
à â ñëó÷àå ñæèìàåìîé æèäêîñòè  è äëÿ ïëîòíîñòè ̺ .
Íà êîíâåêòèâíîé ñòàäèè ìåòîä RCIP ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïåðå-
íîñà âñåõ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ ̺, u, p, ϕ èëè F (ïðè èñïîëüçîâàíèè òàíãåíöèàëü-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (9)) è îïðåäåëåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ ïðîèçâîäíûõ îò íèõ. Îêîí÷àòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ðàññ÷èòûâàþòñÿ
íà íåêîíâåêòèâíîé ñòàäèè ïðè ðåøåíèè íàáîðà óðàâíåíèé òèïà (8). Êîíêðåòíûé
âèä êàæäîãî èç ýòèõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì, êîòîðîìó îíè ñîîòâåò-
ñòâóþò.
Äëÿ ðàñ÷åòà íåêîíâåêòèâíîé (àêóñòè÷åñêîé) ÷àñòè (4) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä UP
(Unied Proedure) [43℄. Îí ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íà ñæèìàåìûå ñðåäû ìåòîäîâ
ðàñ÷åòà íåñæèìàåìûõ ñðåä, èñïîëüçóþùèõ óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ (èëè äëÿ êîð-
ðåêöèè äàâëåíèÿ) òàêèõ, êàê MAC [66℄, SMAC [67℄, SIMPLE [68℄. Îäíà èç ïåðâûõ
ïîïûòîê òàêîãî îáîáùåíèÿ ïðåäïðèíÿòà â ìåòîäå ICE [69℄. Îäíàêî ýòîò ìåòîä, êàê è
åãî ìîäèèêàöèÿ PISO [70℄, îñíîâàí íà êîíñåðâàòèâíîì ïîäõîäå, ïðè êîòîðîì âîç-
íèêàþò óïîìÿíóòûå âî ââåäåíèè òðóäíîñòè ïðè ðàñ÷åòå òå÷åíèé ñ êîíòàêòíûìè
ãðàíèöàìè. Â ìåòîäå CIP-CUP (CIP-Combined UP) ïðèìåíÿþòñÿ îðìóëèðîâêà
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â íåêîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ (ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü, äàâ-
ëåíèå) è ðàñùåïëåíèå ðàñ÷åòà íà êîíâåêòèâíóþ è àêóñòè÷åñêóþ ñòàäèè. Ýòî ïðè-
âîäèò ê óïðîùåíèþ óðàâíåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ, èñïîëüçóåìîãî íà íåêîíâåêòèâíîé
ñòàäèè â ìåòîäå UP, è îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü ðàñ÷åòà ìíîãîàçíûõ òå÷åíèé ñ
áîëüøîé ðàçíèöåé àêóñòè÷åñêèõ èìïåäàíñîâ àç.
Åñëè äàâëåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå p = p(̺, s) , òî ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ





















∆̺ = C∗2S ∆̺. (10)
Íà íåêîíâåêòèâíîé ñòàäèè ñîãëàñíî (4)
∆̺ = ̺n+1 − ̺∗ = −∆t ̺∗∇ · un+1, (11)




Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ äèâåðãåíöèè (∇·) ê óðàâíåíèþ (12) è âûðàæàÿ çàòåì èç íåãî















Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé ñ øèðîêèì äèàïàçî-
íîì ïðîÿâëåíèÿ ñæèìàåìîñòè ñðåäû. Êðîìå òîãî, îíà îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíîñòü
îòíîøåíèÿ ∇p/̺ (êîòîðîå â ñîîòâåòñòâèè ñ (12) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñêîðå-
íèå) íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä äàæå ïðè ðàçíèöå ïëîòíîñòåé ïîðÿäêà 103 , â îòëè÷èå
îò ìåòîäîâ ISE è PISO, êîòîðûå ýòîãî íå ãàðàíòèðóþò.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìîäèèêàöèÿ ìåòîäà UP, ïðåäëîæåííàÿ â [71℄
ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ. Ìîäèèêàöèÿ îñíîâàíà
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íà ñõåìå ïðåäèêòîð-êîððåêòîð. Íà øàãå ïðåäèêòîðà íàõîäèòñÿ ïðîìåæóòî÷íîå
ïîëå ñêîðîñòè ïî èçâåñòíîìó ïîëþ äàâëåíèÿ




Âû÷èòàÿ (14) èç (12), ïîëó÷àåì
u




ãäå δp = pn+1−p∗  êîððåêöèÿ äàâëåíèÿ. Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ äèâåðãåíöèè ê óðàâ-
íåíèþ (15) è âûðàæàÿ ∇ · un+1 èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ èç (4), ïðèõîäèì ê ñëåäóþ-














Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óðàâíåíèå (16) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé
ðåëàêñàöèè.
Íà øàãå êîððåêòîðà ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:






pn+1 = p∗ + δp+∆tQp.
Â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ ñëàãàåìûå ∆tQu è ∆tQp îòâå÷àþò çà îáåñïå÷åíèå èñêóñ-
ñòâåííîé âÿçêîñòè, êîòîðàÿ íóæíà ïðè ðàñ÷åòàõ òå÷åíèé ñ ñèëüíûìè óäàðíûìè
âîëíàìè, ïîñêîëüêó ñõåìà CIP-CUP íå ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé. Ýòè ñëàãàåìûå





Qp = −(γ − 1)qv∇ · u,








∆U = min(0, λ∇ · u),
λ = ∆x = ∆y.
Êîýèöèåíò èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè cv îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ äëÿ ãàçà â èíòåð-
âàëå (0.5, 1) , à äëÿ æèäêîñòè  â èíòåðâàëå (0, 0.5) .
Ïðè îáíîâëåíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ îò èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ íà
íåêîíâåêòèâíîé ñòàäèè ñîãëàñíî (8) ñëîæíîñòåé ñ îïðåäåëåíèåì ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ ïðîèçâîäíûõ îò èñòî÷íèêîâûõ ñëàãàåìûõ G ìîæíî èçáåæàòü. Äåéñòâèòåëüíî,





Òîãäà äëÿ ∂G/∂x â óðàâíåíèè (8) âìåñòî àïïðîêñèìàöèè
Gi+1 −Gi−1
2∆xi





























Â äâóìåðíîì ñëó÷àå äëÿ îáíîâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ gx = ∂xf,
gy = ∂yf íà íåêîíâåêòèâíîé ñòàäèè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ [72℄:







































Â äàëüíåéøåì ñî÷åòàíèå ìåòîäà CIP-CUP ñ âûøåîïèñàííîé ìåòîäèêîé âûÿâëå-
íèÿ êîíòàêòíîé ãðàíèöû íà ýéëåðîâûõ ñåòêàõ áóäåò óïîìèíàòüñÿ êàê CIP-CUP1.
2. Âåðèèêàöèÿ ìåòîäèêè ðàñ÷åòà
Ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà è ïðîãðàììû ðàñ÷åòà îñóùåñòâëÿ-
ëàñü íà ïðèìåðå çàäà÷è î âðàùåíèè òâåðäîãî äèñêà ñ âûðåçîì [73℄ è î ðàñïàäå
ðàçðûâà íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå ìåæäó ãàçîì è æèäêîñòüþ.
2.1. Âðàùåíèå òâåðäîãî äèñêà ñ âûðåçîì. Êîíâåêòèâíàÿ ÷àñòü óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ ñðåä (3) âìåñòå ñ óðàâíåíèåì äëÿ óíêöèè-èäåíòèèêàòîðà (2)
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîð óðàâíåíèé ïåðåíîñà äëÿ ïàðàìåòðîâ ̺, u, p, ϕ . Òåñòè-
ðîâàíèå ðåàëèçàöèè ìåòîäà RCIP, ïðèìåíÿåìîãî äëÿ èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì çàäà÷è î âðàùåíèè òâåðäîãî äèñêà ñ âûðåçîì â îá-
ëàñòè 0 ≤ x ≤ 100 , 0 ≤ y ≤ 100 âîêðóã òî÷êè x = 50, y = 50 [73℄.
Äèñê âðàùàåòñÿ âìåñòå ñî ñðåäîé, áåçðàçìåðíîå ïîëå ñêîðîñòè êîòîðîé èìååò
âèä u = (y − 50), v = −(x − 50) . àññìàòðèâàåòñÿ îäèí îáîðîò âîêðóã öåíòðà
âðàùåíèÿ. Èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ äèñêà îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ïåðå-
íîñà äëÿ óíêöèè-èäåíòèèêàòîðà ϕ . Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â îáëàñòè,
ñîîòâåòñòâóþùåé äèñêó, ϕ ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé 1, à âíå ýòîé îáëàñòè  0. Óðàâíåíèå
ïåðåíîñà äëÿ ϕ ðåøàåòñÿ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå, ñîñòîÿùåé èç 100 × 100 ÿ÷ååê ñ
ïðîñòðàíñòâåííûìè øàãàìè ∆x = ∆y = 1 . Øàã ïî âðåìåíè ∆t = 0.01 . åçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.
Ïîëîæåíèå äèñêà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó ïîëþ óíêöèè-èäåíòè-
èêàòîðà ϕ : äèñê íàõîäèòñÿ â îáëàñòè, ãäå ϕ = 1 , à ãðàíèöà äèñêà  òàì, ãäå
0 < ϕ < 1 . Ñîãëàñíî íà÷àëüíîé äèñêðåòèçàöèè ϕ èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî 1 â îáëàñòè
øèðèíîé â îäíó ÿ÷åéêó, ïîýòîìó â ïîëå èçîëèíèé óíêöèè ϕ íà÷àëüíàÿ ãðàíèöà
äèñêà âûãëÿäèò êàê ÷åòêèé êîíòóð (ðèñ. 2, à). Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà
(2) ìåòîäîì RCIP ñ ìàëîé, íî âñå æå íåíóëåâîé ÷èñëåííîé äèóçèåé èçíà÷àëüíî
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èñ. 2. Èçîëèíèè óíêöèè ϕ , îïèñûâàþùèå ïîâåðõíîñòü òâåðäîãî äèñêà ñ âûðåçîì, â
íà÷àëå åãî âðàùåíèÿ (à) è ïîñëå çàâåðøåíèÿ îäíîãî îáîðîòà, ðàññ÷èòàííûå ìåòîäàìè
RCIP (á ), RCIP ñ òàíãåíöèàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (9) (â), ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåì ïðîòèâ
ïîòîêà (ã) è Ëàêñà  Âåíäðîà (ä) ñ òàíãåíöèàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. åçóëüòàòû (ã)
è (ä) ïîëó÷åíû â [74℄. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (à), äëÿ êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíà òàêæå
÷àñòü ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñ ïîëåì ñêîðîñòè, âñå èçîëèíèè ñëèëèñü â îäíó æèðíóþ êðèâóþ,
ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé íà÷àëüíóþ ãðàíèöó äèñêà
ðåçêèé ïðîèëü ϕ íà ãðàíèöå äèñêà ðàçìûâàåòñÿ, òàê ÷òî íåîïðåäåëåííîñòü ïîëî-
æåíèÿ ãðàíèöû â êîíöå îäíîãî îáîðîòà óâåëè÷èâàåòñÿ (ðèñ. 2, á ). Îäíàêî ìîíîòîí-
íîñòü ðåøåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, è îðìà ãðàíèöû, íåñìîòðÿ íà ðàçìûâàíèå, èìååò âèä,
ïîäîáíûé íà÷àëüíîìó. Åñëè ìåòîä RCIP ïðèìåíÿåòñÿ â ñî÷åòàíèè ñ àíòèäèóçè-
îííûì òàíãåíöèàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (9), òî ïðîèëü äèñêà â ïîëå èçîëèíèé
óíêöèè ϕ â êîíöå âðàùåíèÿ (ðèñ. 2, â) ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ íà-
÷àëüíûì. Ïîýòîìó ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî èñïîëüçóåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä
ðàñ÷åòà êîíâåêòèâíûõ ñëàãàåìûõ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ìîíîòîííûå ðåøåíèÿ â îá-
ëàñòè áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ è õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàëîé ÷èñëåííîé äèóçèåé. Ïðè
ðàñ÷åòå êîíâåêòèâíîé ÷àñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñðåä ìåòîä RCIP ïðèìåíÿåòñÿ
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ̺, u, p . Ïðè äîïîëíèòåëüíîì èñïîëüçîâàíèè òàíãåí-
öèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ óíêöèèè-èäåíòèèêàòîðà ϕ ãðàíèöà
ìåæäó ñðåäàìè íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ðàñ÷åòà ðàçìûâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà îäíó-
äâå ÿ÷åéêè. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðèìåíåíèå òàíãåíöèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
óëó÷øàåò íå âñå ñõåìû [74℄. Òàê, è â ñî÷åòàíèè ñ ýòèì ïðåîáðàçîâàíèåì ñõåìà ïðî-
òèâ ïîòîêà (ðèñ. 2, ã) è ñõåìà Ëàêñà Âåíäðîà (ðèñ. 2, ä) äàþò î÷åíü áîëüøèå
èñêàæåíèÿ ãðàíèöû äèñêà. Ïðè ýòîì ñõåìà ïðîòèâ ïîòîêà îñòàåòñÿ äèóçèîí-
íîé, à ñõåìà Ëàêñà Âåíäðîà  íåìîíîòîííîé.
2.2. àñïàä ðàçðûâà íà ãðàíèöå ãàç æèäêîñòü. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ïîë-
íîãî àëãîðèòìà ðàñ÷åòà, ñîñòîÿùåãî èç êîíâåêòèâíîé è àêóñòè÷åñêîé ñòàäèè, èñ-
ïîëüçóåòñÿ îäíîìåðíàÿ çàäà÷à î ðàñïàäå ïëîñêîãî ðàçðûâà ñî ñêà÷êîì äàâëåíèÿ íà
ãðàíèöå ãàç æèäêîñòü.
àñ÷åò ïðîâîäèòñÿ â îáëàñòè [0, 5x0] , ãäå x0  íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ðàçðûâà,
íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå èç 600 ÿ÷ååê ñ øàãîì ∆x = 0.03 ì è ÷èñëîì Êóðàíòà 0.8.
Ïàðàìåòðû ñðåä (̺, p, u, γ, B) ïî ðàçíûå ñòîðîíû ðàçðûâà çàäàíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì (1 êã/ì3; 1 àòì; 0; 1.4; 0) äëÿ ãàçà ïðè x < x0 è (1.2·10
3
êã/ì3; 5·103 àòì;
0; 7; 3 ·103 àòì) äëÿ æèäêîñòè ïðè x ≥ x0 . Êîýèöèåíòû èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè
ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè 0.6 äëÿ ãàçà è 0  äëÿ æèäêîñòè. åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ è
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.
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èñ. 3. àñïàä ðàçðûâà íà ãðàíèöå ãàç (ñëåâà)  æèäêîñòü (ñïðàâà); x0  íà÷àëüíîå
ïîëîæåíèå ðàçðûâà (îòìå÷åíî âåðòèêàëüíîé øòðèõîâîé ëèíèåé). Ñïëîøíûå êðèâûå 
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå èìàíà, ñèìâîëû •  ÷èñëåííîå ðåøåíèå ìåòîäîì CIP-CUP1,
øòðèõîâûå êðèâûå  ÷èñëåííîå ðåøåíèå ìåòîäîì CIP-CUP1 áåç èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè.
Öèðàìè îòìå÷åíû: 1  äâèæóùàÿñÿ âëåâî êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà; 2  âîëíà ðàçðåæåíèÿ,
ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ ïî æèäêîñòè âïðàâî; 3  óäàðíàÿ âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ ïî
ãàçó âëåâî
Êàê âèäíî, ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è ìåòîäîì CIP-CUP1 áåç èñïîëüçîâà-
íèÿ èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè ïîëîæåíèå êîíòàêòíîé ãðàíèöû (êðèâûå 1) è âîëíû
ðàçðåæåíèÿ â æèäêîñòè (êðèâûå 2) õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì
èìàíà, à â îêðåñòíîñòè ðîíòà óäàðíîé âîëíû â ãàçå (êðèâûå 3) âîçíèêàþò îñöèë-
ëÿöèè äàâëåíèÿ è ïîëîæåíèå åå ðîíòà ïîëó÷àåòñÿ íåâåðíûì (øòðèõîâûå êðèâûå).
Êîððåêòíûé ðàñ÷åò óäàðíîé âîëíû óäàåòñÿ ðåàëèçîâàòü òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì
èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè (ñèìâîëû •).
3. Èëëþñòðàöèÿ âîçìîæíîñòåé ìåòîäà
Äëÿ èëëþñòðàöèè âîçìîæíîñòåé ðåàëèçîâàííîé ìåòîäèêè ðàñ÷åòà ðàññìàòðèâà-
åòñÿ çàäà÷à îá óäàðíîì âîçäåéñòâèè âûñîêîñêîðîñòíîé ñòðóè æèäêîñòè ïî òâåðäîé
ñòåíêå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû ñòðóè ñîîòâåòñòâóþò ïàðàìåòðàì ñòðóéêè
æèäêîñòè, âîçíèêàþùåé íà ïîâåðõíîñòè êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà ïðè åãî ñõëîïû-
âàíèè ëèáî â êîíòàêòå ñî ñòåíêîé, ëèáî íà íåáîëüøîì óäàëåíèè îò íåå. Ýòà çàäà÷à
ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé êàâèòàöèîííîãî ðàçðóøåíèÿ ïîâåðõíîñòåé òåë, êîòîðàÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ â ñâÿçè ñî ìíîãèìè ïðàêòè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìè.
Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé âîçäåéñòâèÿ êàâèòàöèîííûõ ïó-
çûðüêîâ íà ñòåíêó [40, 44, 7577℄, ðÿä âàæíûõ àñïåêòîâ òàêîãî âîçäåéñòâèÿ äî ñèõ
ïîð îñòàåòñÿ íåèçó÷åííûì. Ê íèì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòñÿ ðàññìàòðèâàåìûé â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå ðåæèì óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ, ïðè êîòîðîì â èíàëüíîé ñòàäèè
ñæàòèÿ ïóçûðüêà â æèäêîñòè âîçíèêàþò óäàðíûå âîëíû.
Êàê ïîêàçûâàþò ýêñïåðèìåíòû [7881℄, â ïðîöåññå íåñåðè÷íîãî ñõëîïûâàíèÿ
ïóçûðüêà ó ñòåíêè âîçìîæåí ñöåíàðèé ñ îðìèðîâàíèåì íàïðàâëåííîé ê ñòåíêå
âûñîêîñêîðîñòíîé ñòðóéêè æèäêîñòè, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò ïîëîñòü ïóçûðüêà è áüåò
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èñ. 4. Ñõåìà óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ ïóçûðüêà íà ñòåíêó
ëèáî ïî ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà (åñëè ïóçûðåê íå ïðèìû-
êàåò ê ñòåíêå), ëèáî íåïîñðåäñòâåííî ïî ñòåíêå (â ñëó÷àå ïðèìûêàíèÿ). àñ÷åòû
[82℄ ïîêàçûâàþò, ÷òî íàèáîëüøèå ñêîðîñòè ñòðóéêè äîñòèãàþòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà
äèàìåòð ñòðóéêè ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè ïóçûðüêà (ðèñ. 4, à). Â ñâÿçè
ñ ýòèì íà íà÷àëüíîì ýòàïå èññëåäîâàíèÿ óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ ïóçûðüêà íà òâåð-
äóþ ïîâåðõíîñòü âëèÿíèåì âåðõíåé è áîêîâûõ ãðàíèö ïóçûðüêà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Â ðåçóëüòàòå óäàðíîå âîçäåéñòâèå ñòðóéêè ìîæíî ìîäåëèðîâàòü êàê óäàð ñòîëáèêà
æèäêîñòè ïî ñòåíêå (ðèñ. 4, á, â) èëè ïî æèäêîé ïðîñëîéêå íà íåé (ðèñ. 4, ã).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à îá îðòîãîíàëü-
íîì óäàðå öèëèíäðè÷åñêîé ñòðóè æèäêîñòè ñ ïëîñêèì (ðèñ. 4, á ) èëè ïîëóñå-
ðè÷åñêèì (ðèñ. 4, â) êîíöîì ïî íåïîäâèæíîé ïëîñêîé òâåðäîé ñòåíêå èëè ïî òîí-
êîé æèäêîé ïðîñëîéêå íà íåé (ðèñ. 4, ã). Ñòðóÿ ñ÷èòàåòñÿ áåñêîíå÷íî äëèííîé
è îêðóæåííîé íåîãðàíè÷åííûì îáúåìîì ãàçà. Ýåêòû âÿçêîñòè, òåïëîïðîâîä-
íîñòè æèäêîñòè è ãàçà, à òàêæå âëèÿíèå ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ íå ó÷èòûâà-
þòñÿ. Äëÿ æèäêîñòè íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîëàãàþòñÿ ñëåäóþùèìè:
̺ = 103 êã/ì3 , γ = 7.15 , B = 3047 àòì, äëÿ ãàçà: ̺ = 1 êã/ì3 , γ = 1.4 , B = 0 .
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè äàâëåíèå âñþäó ðàâíî 1 àòì. àäèóñ ñòðóè 25 ìêì,
åå ñêîðîñòü 500 ì/ñ. Ýòè çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò óäàðíîìó âîçäåéñòâèþ íà òåëî
êóìóëÿòèâíîé ñòðóéêè æèäêîñòè, îáðàçóþùåéñÿ íà ïîâåðõíîñòè êàâèòàöèîííîãî
ïóçûðüêà â âîäå ïðè êîìíàòíûõ óñëîâèÿõ â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïóçûðåê ïðèìûêàåò
ê òåëó è â íà÷àëå ñõëîïûâàíèÿ èìååò âèä ñïëþñíóòîãî ñåðîèäà (ýëëèïñîèäà âðà-
ùåíèÿ ñ îòíîøåíèåì ïîëóîñåé ∼ 0.84). Êîýèöèåíò èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè cv
â æèäêîñòè ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 0.4 , à â ãàçå  0.9 . Ïðèìåíÿþòñÿ ðàâíîìåðíûå èëè
ñãóùàþùèåñÿ ó ñòåíêè ðàñ÷åòíûå ñåòêè ñ ñîîòíîøåíèåì ÷èñëà ÿ÷ååê âäîëü êîîð-
äèíàòíûõ íàïðàâëåíèé ïðèìåðíî ðàâíûì 400×300 . ×èñëî Êóðàíòà âàðüèðîâàëîñü
â èíòåðâàëå 0.8÷ 0.9 .
3.1. Óäàð ñòðóè æèäêîñòè  ïëîñêèì êîíöîì ïî òâåðäîé ñòåíêå.
Ñõåìà ðàññìàòðèâàåìîãî óäàðà ñòðóè æèäêîñòè ñ ïëîñêèì êîíöîì ïî òâåðäîé
ñòåíêå èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4, á. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíî ñîïîñòàâëåíèå ðàñ÷åòíûõ
ñåòîê íàñòîÿùåé ðàáîòû (à) è ðàáîòû [77℄ (á ), à òàêæå îðìû ñòðóè â íåêîòîðûé
ìîìåíò âðåìåíè íà ñòàäèè åå ðàñòåêàíèÿ. Â ðàáîòå [77℄ ñåòêà ÿâëÿåòñÿ àäàïòèâíî-
ïîäâèæíîé, à âëèÿíèå îêðóæàþùåãî ãàçà íå ó÷èòûâàåòñÿ. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ñåòêè
ðàçðåæåíû â 8 ðàç ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ãðàíèöà ñòðóè îïðåäåëÿåòñÿ íåÿâíî, åå ïîëîæåíèå, ðàñ-
ñ÷èòàííîå íà ýéëåðîâîé ñåòêå, ïîêàçàíî æèðíîé êðèâîé íà ðèñ. 5, à. Ýòà ãðàíèöà
îáðàçîâàíà íàáîðîì áëèçêîðàñïîëîæåííûõ èçîëèíèé óíêöèè-èäåíòèèêàòîðà ϕ ,
ïîäîáíî òîìó, êàê êðèâàÿ óäàðíîé âîëíû îáðàçóåòñÿ áëèçêîðàñïîëîæåííûìè èçî-
ëèíèÿìè äàâëåíèÿ. Â ðàáîòå [77℄ ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà ïîäñòðàèâàåòñÿ ïîä ãðàíèöó
ñòðóè, êîòîðàÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé ëèíèåé ñåòêè (ðèñ. 5, á ), à óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ ñðåäû ðåøàþòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ìîäèèêàöèè ìåòîäà îäóíîâà
âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.
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èñ. 5. àñ÷åòíûå ñåòêè â îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ñòðóè ñ ïëîñêèì êîíöîì ñî ñòåíêîé è
ãðàíèöà ñòðóè (æèðíàÿ êðèâàÿ) íà ñòàäèè ðàñòåêàíèÿ: a  ýéëåðîâà ñåòêà è ðàññ÷èòàííàÿ
íà íåé ìåòîäîì CIP-CUP1 ãðàíèöà ñòðóè; á  àäàïòèâíî-ïîäâèæíàÿ ñåòêà ðàáîòû [77℄,
ïðàâîé ãðàíèöåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöà ñòðóè. Ëåâàÿ ãðàíèöà ñåòîê ÿâëÿåòñÿ îñüþ
ñèììåòðèè
èñ. 6. Ïðîðåæåííîå ïîëå ñêîðîñòè, èçîëèíèè äàâëåíèÿ è èçîëèíèè óíêöèè-èäåíòèè-
êàòîðà (a) â ìîìåíò âðåìåíè, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ðèñ. 5: a  ðàñ÷åò ìåòîäîì CIP-
CUP1; á  ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû [77℄. Öèðàìè îòìå÷åíû: 1  óäàðíàÿ âîëíà; 2  âîëíà
ðàçðåæåíèÿ; 3  ãðàíèöà ñòðóè
èñ. 7. àñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ (a) è ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè (á ) íà
ñòåíêå â ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, t3 â ñëó÷àå óäàðà ñòðóè ñ ïëîñ-
êèì êîíöîì: ñèìâîëû •  ðàñ÷åò ìåòîäîì CIP-CUP1; ñïëîøíûå êðèâûå  ðåçóëüòàòû èç
ðàáîòû [77℄
Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíî ñîïîñòàâëåíèå èçîëèíèé äàâëåíèÿ è ïîëåé ñêîðîñòè, ïî-
ëó÷åííûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîäîì CIP-CUP1 (à) è â ðàáîòå [77℄ (á ) â òîò æå
ìîìåíò âðåìåíè, ÷òî è íà ðèñ. 5. Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì
CIP-CUP1 è â [77℄ ðàñïðåäåëåíèé äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè íà ñòåíêå äëÿ íåñêîëüêèõ
ìîìåíòîâ âðåìåíè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óäàðíàÿ âîëíà 1 (ðèñ. 6, à), âîçíèêàþ-
ùàÿ â ñòðóå â ìîìåíò óäàðà ïî ñòåíêå, ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî èíòåíñèâíîé. Ñêîðîñòü åå
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîñòàâëÿåò ∼ 1900 ì/ñ (äëÿ ñðàâíåíèÿ ñêîðîñòü çâóêà â íåâîçìó-
ùåííîé ñòðóå ∼ 1500 ì/ñ), à ïåðåïàä äàâëåíèÿ íà åå ðîíòå ∼ 104 àòì. Ñîãëàñíî
ðèñ. 6, 7 ïðèìåíåíèå èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïðåäåëèòü êàê
ïîëîæåíèå óäàðíîé âîëíû, òàê è çíà÷åíèå äàâëåíèÿ çà åå ðîíòîì. Òàêèì îáðàçîì,
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èñ. 8. àñ÷åòíûå ñåòêè â îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ñòðóè ñ ïîëóñåðè÷åñêèì êîíöîì ñî
ñòåíêîé â êîíöå ñòàäèè íàòåêàíèÿ ñòðóè: à  åòêà íàñòîÿùåé ðàáîòû; á  àäàïòèâíî-ïî-
äâèæíàÿ ñåòêà ðàáîòû [77℄. Æèðíàÿ êðèâàÿ  ãðàíèöà ñòðóè
èñ. 9. Ïðîðåæåííîå ïîëå ñêîðîñòè, èçîëèíèè äàâëåíèÿ è èçîëèíèè óíêöèè-èäåíòèè-
êàòîðà (a) â êîíöå ñòàäèè íàòåêàíèÿ ñòðóè â ìîìåíò âðåìåíè, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò
ðèñ. 8: a  ðàñ÷åò ìåòîäîì CIP-CUP1; á  ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû [77℄. Öèðàìè îòìå÷åíû:
1  óäàðíàÿ âîëíà; 2  âîëíà ðàçðåæåíèÿ; 3  ãðàíèöà ñòðóè
íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåòîäèê ðàáîòû [77℄ è íàñòîÿùåé ðàáîòû, ñî-
ãëàñîâàíèå ðåçóëüòàòîâ âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíîå, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ðàáîòî-
ñïîñîáíîñòè íàñòîÿùåé ðåàëèçàöèè ìåòîäà CIP-CUP1.
3.2. Óäàð ñòðóè æèäêîñòè  ïîëóñåðè÷åñêèì êîíöîì ïî òâåðäîé
ñòåíêå. Ñëåäóþùèì øàãîì â ìîäåëèðîâàíèè óäàðíîãî âîçäåéñòâèÿ íà ñòåíêó êó-
ìóëÿòèâíîé ñòðóéêè, îáðàçóþùåéñÿ ïðè íåñåðè÷åñêîì ñõëîïûâàíèè ïóçûðüêà,
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è îá óäàðå öèëèíäðè÷åñêîé ñòðóè ñ ïîëóñåðè÷åñêèì êîí-
öîì ïî òâåðäîé ñòåíêå. Ýòà çàäà÷à áëèæå ê ðåàëüíûì óñëîâèÿì ïî ñðàâíåíèþ ñ
ðàññìîòðåííûì âûøå óäàðîì öèëèíäðè÷åñêîé ñòðóè ñ ïëîñêèì êîíöîì, íî è áî-
ëåå ñëîæíà äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ(ðèñ. 4, â). Îäíà èç îñîáåííîñòåé ýòîé
çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà÷àëüíîå íàòåêàíèå ñòðóè ñìåíÿåòñÿ â íåêîòî-
ðûé ìîìåíò åå ðàñòåêàíèåì ñ îáðàçîâàíèåì òîíêîé ïðèñòåíî÷íîé ñòðóéêè [12, 77℄.
Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíèå àäàïòèâíî-ïîäâèæíûõ ñåòîê [77℄ óñëîæíÿåòñÿ â ñâÿçè ñ
èõ ñèëüíûìè äåîðìàöèÿìè, íåîáõîäèìîñòüþ ðåäèñêðåòèçàöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè
ñ ïðèìåíåíèåì ñåòîê ðàçëè÷àþùåéñÿ òîïîëîãèè è èíòåðïîëÿöèè ðåøåíèÿ ñ îäíîé
ñåòêè íà äðóãóþ.
åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ óäàðà ñòðóè æèäêîñòè  ïîëóñåðè÷åñêèì êîíöîì ïî òâåð-
äîé ñòåíêå ïðèâåäåíû íà ðèñ. 811. Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíî ñîïîñòàâëåíèå ðàñ÷åòíûõ
ñåòîê, ïðèìåíÿåìûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå (à) è â ðàñ÷åòàõ [77℄ (á ), à òàêæå îðìû
ñòðóè â êîíöå ñòàäèè åå íàòåêàíèÿ, çà êîòîðîé ñëåäóåò ðàñòåêàíèå. Íà ðèñ. 9 äà-
åòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ðèñ. 8 ñîïîñòàâëåíèå èçîëèíèé äàâëåíèÿ è ïîëåé ñêîðîñòè
â êîíöå ñòàäèè íàòåêàíèÿ ñòðóè íà ñòåíêó. Êàê âèäíî, ïîëîæåíèå ãðàíèöû ñòðóè
(êðèâàÿ 3), à òàêæå ïîëîæåíèå è êðèâîëèíåéíàÿ îðìà óäàðíîé âîëíû â ñòðóå
(êðèâàÿ 1), ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà CIP-CUP1, õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðå-
çóëüòàòàìè [77℄. Ïðè ýòîì âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà÷àëüíûé
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èñ. 10. àñòåêàíèå ñòðóè ñ ïîëóñåðè÷åñêèì êîíöîì: 1  óäàðíàÿ âîëíà; 2  âîëíà ðàç-
ðåæåíèÿ; 3  ãðàíèöà ñòðóè
èñ. 11. àäèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ (à) è ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðî-
ñòè (á ) íà ñòåíêå â ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, t3, t4 â ñëó÷àå óäàðà ñòðóè
ñ ïîëóñåðè÷åñêèì êîíöîì: ñèìâîëû •  ðàñ÷åò ìåòîäîì CIP-CUP1; ñïëîøíûå êðèâûå 
ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû [77℄. Ìîìåíòó t3 â êîíöå ñòàäèè íàòåêàíèÿ ñòðóè ñîîòâåòñòâóþò
ðèñ 8, 9, ìîìåíòó t4 íà ñòàäèè ðàñòåêàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðèñ. 10
ïîëóêðóãëûé ïðîèëü ñòðóè àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà ýéëåðîâîé ñåòêå îòðåçêàìè ïðÿ-
ìûõ, ÷òî âíîñèò îïðåäåëåííûå ïîãðåøíîñòè â ðåçóëüòàòû. Äëÿ óìåíüøåíèÿ ýòèõ
ïîãðåøíîñòåé íåîáõîäèìî èçìåëü÷àòü ñåòêó. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñ öåëüþ ñîêðàùå-
íèÿ îáúåìà âû÷èñëåíèé îñóùåñòâëÿëîñü ñãóùåíèå ðàñ÷åòíîé ñåòêè ó ñòåíêè.
Â ðàáîòå [77℄ áûëà ðàññ÷èòàíà òîëüêî ñòàäèÿ íàòåêàíèÿ ñòðóè. àñ÷åò åå äàëü-
íåéøåãî ðàñòåêàíèÿ íå îñóùåñòâëÿëñÿ â ñâÿçè ñî çíà÷èòåëüíûìè ñëîæíîñòÿìè ïå-
ðåñòðîéêè ñåòîê. Â òî æå âðåìÿ ìåòîä CIP-CUP1 ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü íå òîëüêî
âñþ ñòàäèþ íàòåêàíèÿ ñòðóè, íî è åå ïîñëåäóþùåå ðàñòåêàíèå (ñ îðìèðîâàíèåì
òîíêîé ïðèñòåíî÷íîé ñòðóéêè) (ðèñ. 10). Ïðè ýòîì êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ
òðóäíîñòåé íå âîçíèêàåò. Íà ðèñ. 11, à ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ â íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòå ìåòîäîì CIP-CUP1 è â ðàáîòå [77℄ ïðèñòåíî÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé äàâëå-
íèÿ. Ïðåäñòàâëåíû ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòà âðåìåíè, âêëþ÷àÿ ìîìåíò
ðàñòåêàíèÿ ñòðóè (êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ðèñ. 10), ðàññ÷èòàííûé òîëüêî ìåòîäîì
CIP-CUP1. Ìîæíî îòìåòèòü õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ñ ðåçóëüòàòàìè èç ðàáîòû [77℄
êàê çíà÷åíèé äàâëåíèÿ çà ðîíòîì óäàðíîé âîëíû (êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ìî-
ìåíòó t1 ), òàê è ðàñïðåäåëåíèé äàâëåíèÿ íà ñòåíêå â ìîìåíòû t1, t2, t3 . Íåêîòî-
ðàÿ íåìîíîòîííîñòü êðèâûõ äàâëåíèÿ, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì CIP-CUP1,
à òàêæå ìåíüøåå ïî ñðàâíåíèþ ñ [77℄ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ íà ïèêå â
îêðåñòíîñòè êîíòàêòà ãðàíèöû ñòðóè ñî ñòåíêîé â ìîìåíò t3 ìîãóò áûòü îáóñëîâ-
ëåíû íåñîâïàäåíèåì ãðàíèöû ñòðóè ñ óçëàìè ñåòêè è àïïðîêñèìàöèåé ýòîé ãðàíè-
öû îòðåçêàìè ïðÿìûõ ëèíèé. Ïðè èçìåëü÷åíèè ñåòêè ýòè îòëè÷èÿ îò ðåçóëüòàòîâ
ðàáîòû [77℄ óìåíüøàþòñÿ. Íà ðèñ. 11, á ñðàâíèâàþòñÿ ïðîèëè ãîðèçîíòàëüíîé
ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè íà ñòåíêå â êîíöå ñòàäèè íàòåêàíèÿ ñòðóè (äëÿ áîëüøåé
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èñ. 12. Óäàð ñòðóè ñ ïëîñêèì êîíöîì ïî òîíêîìó ñëîþ æèäêîñòè íà ñòåíêå. Èçîëèíèè
äàâëåíèÿ è óíêöèè-èäåíòèèêàòîðà: à  íà íà÷àëüíîé ñòàäèè óäàðà; á  íà ñòàäèè
ðàçâèòèÿ âûïëåñêà ñ îòðûâîì ìàëåíüêîé êàïëè. Öèðàìè îòìå÷åíû: 1  óäàðíàÿ âîëíà;
2  âîëíà ðàçðåæåíèÿ; 3  ãðàíèöû ñòðóè è æèäêîé ïðîñëîéêè ñ âûïëåñêîì; 4  êàïëÿ
íàãëÿäíîñòè òîëüêî â ìîìåíò, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò ðèñ. 8, 9), ïîëó÷åííûå â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîäîì CIP-CUP1 è â ðàáîòå [77℄. Íàðÿäó ñ õîðîøèì ñîãëàñî-
âàíèåì ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìà ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè ñ ðåçóëüòàòàìè [77℄, ìîæíî
îòìåòèòü íåìîíîòîííûé õàðàêòåð êðèâîé íàñòîÿùåé ðàáîòû è áîëüøåå çíà÷åíèå
ìàêñèìóìà. Ýòè îòëè÷èÿ òàêæå ìîãóò áûòü îáóñëîâëåíû îñîáåííîñòÿìè àïïðîêñè-
ìàöèè êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöû êîíòàêòà íà ïðÿìîëèíåéíîé ñåòêå è óìåíüøàþòñÿ
ïî ìåðå åå èçìåëü÷åíèÿ.
Èç ðèñ. 8, 9 è 11 ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ïîãðåøíîñòè, ñâÿçàííûå
ñ àïïðîêñèìàöèåé ãëàäêèõ êðèâûõ íà ýéëåðîâîé ñåòêå îòðåçêàìè ïðÿìûõ ëèíèé,
ñîãëàñîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì CIP-CUP1 ñ ðàñ÷åòàìè ðàáîòû [77℄
âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíîå. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ìåòîä CIP-CUP1
ïîçâîëÿåò èçáåæàòü õàðàêòåðíûõ äëÿ ìåòîäà àäàïòèâíî-ïîäâèæíûõ ñåòîê òðóäíî-
ñòåé, ñâÿçàííûõ ñ áîëüøèì äåîðìèðîâàíèåì ñåòîê.
3.3. Óäàð ñòðóè æèäêîñòè ñ ïëîñêèì êîíöîì ïî æèäêîé ïðîñëîéêå
íà òâåðäîé ñòåíêå. Êîãäà ïóçûðåê íå ïðèìûêàåò ê ñòåíêå, à íàõîäèòñÿ íà îòíî-
ñèòåëüíî íåáîëüøîì (ïîðÿäêà åãî ðàäèóñà) óäàëåíèè îò íåå, ñòðóéêà, îðìèðóþ-
ùàÿñÿ ïðè íåñåðè÷åñêîì ñõëîïûâàíèè ïóçûðüêà, óäàðÿåò ïî æèäêîé ïðîñëîéêå
ìåæäó ïóçûðüêîì è ñòåíêîé. Ïðè ýòîì âîçäåéñòâèå íà ñòåíêó îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî-
ñðåäñòâîì óäàðíûõ âîëí, âîçíèêàþùèõ â æèäêîé ïðîñëîéêå â ìîìåíò óäàðà. Ýòîò
âàðèàíò äëÿ ñòðóè ñ ïëîñêèì êîíöîì ñõåìàòè÷íî ïîêàçàí íà ðèñ. 4, ã. Îòëè÷èå
îò ïîñòàíîâêè ðàññìîòðåííîé â ï. 3.1. çàäà÷è îá óäàðå ñòðóè ñ ïëîñêèì êîíöîì
ïî ñòåíêå ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íà ñòåíêå èìååòñÿ òîíêèé
ñëîé æèäêîñòè, êîòîðàÿ èäåíòè÷íà æèäêîñòè â ñòðóå. Â òî æå âðåìÿ èç-çà ñèëü-
íîãî äåîðìèðîâàíèÿ êîíòàêòíîé ãðàíèöû äàííûé ñëó÷àé ãîðàçäî ñëîæíåå äëÿ
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà îñíîâå àäàïòèâíî-ïîäâèæíûõ ñåòîê. Ïîýòîìó ýòà
çàäà÷à íå áûëà ðåøåíà àâòîðàìè ðàáîòû [77℄.
Íà ðèñ. 12 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà CIP-
CUP1 óäàðà ñòðóè æèäêîñòè ñ ïëîñêèì êîíöîì ïî æèäêîé ïðîñëîéêå íà òâåðäîé
ñòåíêå. Êàê âèäíî, äàííûé ñëó÷àé õàðàêòåðèçóåòñÿ íå òîëüêî ñèëüíîé äåîðìà-
öèåé ãðàíèöû êîíòàêòà ãàç æèäêîñòü ïðè îðìèðîâàíèè âûïëåñêà æèäêîñòè â
ðåçóëüòàòå óäàðà ñòðóè ïî æèäêîé ïðîñëîéêå (ðèñ. 12, à), íî è èçìåíåíèåì ñâÿç-
íîñòè êîíòàêòíîé ãðàíèöû ïðè ñðûâå ìàëåíüêîé êàïëè æèäêîñòè ñ âåðøèíû âû-
ïëåñêà (ðèñ. 12, á ). Ìåòîä CIP-CUP1 ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü òàêèå ìåæàçíûå
âçàèìîäåéñòâèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì, íå âûõîäÿ çà ðàìêè èìåþùèõñÿ ÷èñëåííûõ
àëãîðèòìîâ.
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Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð ðàáîò ïî ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ çàäà÷ êîí-
òàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñæèìàåìûõ ñðåä, â òîì ÷èñëå ñ áîëüøîé ðàçíèöåé àêóñòè-
÷åñêèõ èìïåäàíñîâ ïðè ñèëüíûõ äåîðìàöèÿõ êîíòàêòíîé ãðàíèöû è ïðè íàëè÷èè
â ñðåäàõ óäàðíûõ âîëí. Ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ðåàëèçîâàííîé ìåòîäèêè
ðàñ÷åòà òàêèõ çàäà÷ íà îñíîâå ìåòîäà CIP-CUP, â êîòîðîé ïðèìåíÿþòñÿ ýéëåðîâû
ñåòêè áåç ÿâíîãî âûäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ ãðàíèö. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èçáåæàòü
ïðîáëåì ñ ïîñòðîåíèåì ðàñ÷åòíûõ ñåòîê êàê ïðè ñèëüíûõ äåîðìàöèÿõ ãðàíèö,
òàê è ïðè èçìåíåíèè èõ òîïîëîãèè. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìîäåëüíûõ
çàäà÷, èìåþùèõ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ïîäòâåðæäàþùèå ýåêòèâíîñòü ñîçäàí-
íîãî àëãîðèòìà. Âîçìîæíîñòè ðåàëèçîâàííîé ìåòîäèêè ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà
çàäà÷àõ îá óäàðå îñåñèììåòðè÷íîé âûñîêîñêîðîñòíîé ñòðóè æèäêîñòè ïî æåñò-
êîé ñòåíêå è ïî òîíêîìó ñëîþ æèäêîñòè íà æåñòêîé ñòåíêå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû ñîïîñòàâëåíû ñ èçâåñòíûìè ÷èñëåííûìè ðåøåíèÿìè, ðàññ÷èòàííûìè ìåòîäîì
àäàïòèâíî-ïîäâèæíûõ ñåòîê ñ ÿâíûì âûäåëåíèåì ìåæàçíîé ãðàíèöû. Â íåêîòî-
ðûõ ñëó÷àÿõ ñîïîñòàâëåíèå ïðîâåäåíî ëèøü íà íà÷àëüíîé ñòàäèè óäàðà, ïîñêîëüêó
äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå ìåòîäà àäàïòèâíî-ïîäâèæíûõ ñåòîê ñòàíîâèëîñü ïðîáëå-
ìàòè÷íûì. Ïîêàçàíî óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñîâàíèå ðåçóëüòàòîâ.
àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû ÀÍ, ãðàíòà ïðåçèäåíòà Ô (MK-
2712.2011.1) è ïðè ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêò  12-01-00341-a).
Summary
A.A. Aganin, T.S. Guseva. Numerial Simulation of Contat Interation of Compressible
Fluids on Eulerian Grids.
A short review on numerial simulation of the problems of ontat interation between
ompressible media with a strong dierene in their aousti impedanes, with large deforma-
tions of ontat boundary and with shok waves present in them is given. The main ideas
underlying a numerial algorithm developed for solving suh problems on the basis of the
known CIP-CUP (Constrained Interpolation Prole Combined Unied Proedure) approah
using Eulerian grids without expliit separation of ontat interfaes, and governing equations
of ompressible uid ow in terms of nononservative variables are desribed. Robustness of
the developed algorithm is demonstrated by the results of omputation of some test problems
having analytial solutions. The apabilities of the realized tehnique are illustrated by its
appliation to the problems of impat of an axially-symmetri high-speed liquid jet on a rigid
wall and on a thin liquid layer on a rigid wall. The obtained results are in satisfatory agreement
with the known numerial solutions omputed by the method of adaptively moving meshes with
an expliit separation of the interphase boundary.
Key words: multiphase ompressible ows, large deformation of interfae, Eulerian grid,
interfae apturing, CIP-CUP method.
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